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Dans [l], Auslander Ctudie la dimension homologique faible de certains 
anneaux de groupe. Le but de cet article est de poursuivre cette etude. Plus 
precisement nous Ctudions les anneaux de groupes hereditaires et semi- 
hereditaires, nous trouvons des conditions necessaires et suffisantes sur 
l’anneau et le groupe dans des cas particuliers, le resultat principal &ant: 
THBOR~ME. Soient G un groupe nilpotent in$ni, A un anneau. Alors AG est 
h&ditaire si et seulement si il vt%jie l’une des conditions suivantes: 
(l)(a) G est extension d’un groupe jini T par Z, 
(b) AT est semi-simple, 
(2)(a) G est localement fini dtkombrable, 
(b) AG est rkgulier, 
(c) A est de type dknombrable (i.e., tout idkal h gauche de A est de type 
dknombrable). 
1. RAPPELS ET PR~LIMINAIRES 
A. Dimension Homologique Faible 
On rappelle que si M est un A-module a gauche la dimension faible de 44, 
not&e W dim ik?, est le plus grand entier n tel que TorA,(N, M) # 0 pour 
un A-module a droite N. Si W dim M = n, alors pour toute suite exacte 
0 -+ X, -+ X,-i -+ o-.X, + M + 0 oh (X&,S~<~ sont des A-modules a 
gauche plats, X, est un A-module a gauche plat. 
On pose W gl dim A = sup{ W dim M, ME Mod A}. On sait que si A 
est semi-hereditaire a gauche alors W gl dim A est inferieure ou Cgale a 1 
[2, VI, Proposition 2.91. 
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B , Idkaux Inversibles 
Soient A un sous-anneau d’un anneau B, I un ideal bilatere de A; on note 
I-l = {b E B, bI C A et Ib C A}. On dira que I est un ideal inversible si pour 
un sur anneau B de A on a II-l = PI = A. Dans ces conditions I et I-l sont 
des A-modules a droite et B gauche projectifs de type fini. 
C. F.C. Groupe 
On rappelle que si G est un groupe, AG est le sous groupe normal de G 
forme des elements de G n’ayant qu’un nombre fini de conjugues et aG+ 
est le sous groupe de torsion de AG. On sait alors que si nG/ao+ # e, 
aG/,,+ est abelien sans torsion. G est un F.C. groupe si G = AG [3]. 
LEMME 1.1. (Fields)[4]. Soient A un anneau semi-hkrkditaire ri gauche, 
I un idial bilatke inversible de A, M un A/I module 2 gauche. Alors W dim, II M 
est dz$?Zrente de 1. 
Soit M un A/I-module a gauche tel que W dim,., iI M = 1. M n’etant pas 
un A module plat il existe une suite exacte 0 -+ T -+ L --f M + 0 de A 
modules avec L libre et T plat non nul. On en deduit la suite exacte 
0 -+ TIIL. + Ll,, + M -+ 0. TIIL est done un A/I-module plat et par suite 
ILl,l- est un A/I-module plat isomorphe 2 I Ba LIT. Pour obtenir une 
contradiction il suffit de montrer qu’alors L/T est un A/I-module plat. 11 suffit 
de montrer que I-l @A IL/,, est un A/I-module plat car: 
I-1 BA IL/IT m I-1 OR (I @A LIT) N (I-l I) @A LIT _N A @,, LIT w LIT. 
Soit 0 -+ N + N’ une suite exacte de A/I-modules B droite. En remarquant 
que le A/I-module a gauche I-l/II-l _N A/I BA I-l est projectif on a la suite 
exacte 
0 + N gAII I-l/II-l -+ N’ @,,,,[ I-l/II-l. 
IL/IT etant A/I-plat on obtient la suite exacte 
0 --j (N BA ,I I-l/II-l) @A ,I IL/IT --+ (N’ @A ,I I-l/II-l) @/, ,I IL/IT 
constatant que: 
I-l oAll IL/IT M (I-l @A A/I) Ba ,I IL/IT M I-l/II-l aa,, IL/*, 
on en dtduit que I-l aa IL/IT est un A/I-module plat. 
On appliquera le lemme ?i la situation suivante: x sera un Clement regulier 
non inversible d’un anneau A tel que xA = Ax = I. 
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LEMME 1.2. Soient A un anneau hkt!ditaire h gauche, x un &ment re’gulier 
de A tel que Ax = xA. L’anneau A/(,, est noethkien h gauche. 
11 suffit de montrer que tout ideal Q gauche I de A contenant x est de type 
fini. I &ant projectif il existe une famille (J+)~.~ d’elements de I et des 
morphismes (y’j)jpJ de I dans A telle que 
vy E I Y = 1 Fj(Ybi 
iEJ 
En particulier 
(les vi(y) etant presque tous nuls). 
x = i qJ,(X)Xj . 
j--l 
Les (Xj)l<j<n engendrent I: en effet si a est un Clement de I on peut Ccrire 
xa = a’x 
x &ant regulier on obtient 
a = i vj(fZ)Xj . 
i=l 
Soient A un anneau, X un sous-ensemble de A on note Z(X) (resp. r(X)) 
l’annulateur a gauche (resp. a droite) de X dans A. 
LEMME 1.3. Soient A[Gj un anneau de groupe semi-h&ditaire, g un 
&ment de torsion de G. L’ordre de g est inversible duns ,4. 
Soient H le sous-groupe de G engendre par g et w’(H) l’ideal a droite 
engendre par 1 - g. A[Gj ttant semi-hereditaire l’annulateur a gauche de 
w’(H) est facteur direct de A[Gj: 
Zw’(H) = A[C;le, e2 = e # 0. 
11 resulte de [5, Prop. l] que: rlw’(H) = w’(H); w’(H) &ant facteur direct 
on obtient la condition d’apres [6, Theo&me 11. 
On dira que G est un groupe “mixte”, s’il contient un Clement sans torsion. 
2. ANNEAUX HBRBDITAIRES 
LEMME 2.1. Soit A[Gj un anneau de groupe hkkditaire (resp. semi-hkrkdi- 
taire) alors pour tout sous-groupe H l’anneau A[Hl est hkrkditaire (resp. 
semi-ht%ditaire). 
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Si A[q I designe I’idCal a gauche de A[Gl engendre dans A[G] par un 
ideal a gauche I de A[H], I est facteur direct du A[H] module a gauche AG I. 
AGI Ctant projectif I est projectif. 
PROPOSITION 2.2. Soient A un anneau, G un groupefini. AG est hereditaire 
(resp. semi-hereditaire) si et seulement si A est hereditaire (resp. semi-hereditaire) 
et l’ordre de G est inversible dans A. 
Cela resulte du Lemme 2.1. et de [9]. 
LEMME 2.3. Si AZ est un anneau hereditaire (resp. semihereditaire) alors 
A est semisimple (resp. regulier). 
D’apres le Lemme 1.2. il suffit de demontrer que A est regulier. Soit x un 
Clement de A. L’idCal AZx + w(Z) = I &ant projectif, il existe deux 
morphismes g, et g, de I dans AZ tels que: 
VY CA Y = &(Y)X + g,(Yxl - 4. 
Done 
x( 1 - z) = xgs( 1 - z)x + g&)(1 - x)“. 
En multipliant par une puissance convenable de z on obtient dans A[z] 
xx”(l - x) = xP(z)x + Q(z)(l - x)” 
Les elements (1 - x)~, n EN, formant une base de A[z], on en deduit: 
x = xax. 
PROPOSITION 2.4. Soient A un anneau commutataf, G un groupe mixte. 
L’anneau de groupe AG est htkeditaire si et seulement si A est semi-simple et 
w(G) est projectif. 
G Ctant un groupe mixte A est semisimple d’apres le Lemme 2.3 et w(G) 
est projectif. Reciproquement il suffit de montrer que tout ideal de AG est 
projectif. Si N est un AG-module a gauche on a: 
or: 
Ext;,(I, N) w Ext;,(AG/I, N) 
Ex&(AG/I, N) w Ext;,(A, Hom(AG/I, N)) 
[2, Chap. XVI 7, 61 w(G) &ant projectif il resulte que dim,, A = 1 et que 
Exti,(A, Hom(AG/I, N)) est nul et par consequent I est projectif. 
COROLLAIRE 2.5. Soient K un corps commutatif, G un groupe. L’anneau 
de groupe KG est semi-hkeditaire si et seulement si pour tout sous-groupe de type 
fini H de G, KH est hereditaire. 
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LEMME 2.6. Soient AG un anneau semi-hekhtaire et G un groupe 
admettant un sous-groupe normal H isomorphe h 2, alors G/H est un groupe 
de torsion. 
Si G/H n’est pas de torsion alors G contient un sous-groupe H1 contenant 
H tel que H,/H soit isomorphe Q Z. L’anneau B = A[HJ/,(,) contient done 
un ideal I tel que W dim, B/I = dim, B/I = 1 ce qui est impossible d’apres 
le Lemme 1.1. 
PROPOSITION 2.1. Soit G un groupe suns torsion localement resoluble. 
Alors AG est hereditaire si et seulement si A est semi-simple et G est isomorphe 
li z. 
On peut supposer que G est resoluble sans torsion. Soit DnG le n-i&me 
groupe derive de G avec D”+‘(G) = (e). A[D”(G)] Ctant hereditaire, si H 
est un sous-groupe de D”G isomorphe a Z alors A[D”G/H] est noetherien 
(Lemme 12) DnG est done isomorphe a une somme directe finie de copies 
de Z. A[Z x Z] n’etant jamais hereditaire car A[Z] n’est pas semisimple, 
DnG est isomorphe a Z et G/o,, est un groupe fini (Lemme 1.2, Lemme 2.6) 
AG qui contient DnG est isomorphe 5 Z [3]. G &ant sans torsion il resulte 
de [S] que G est isomorphe a Z. La reciproque est Cvidente. 
LEMME 2.8. Soit G un groupe abelien mixte de sous-groupe de torsion T. 
AG est hereditaire si et seulement si G = Z x T 03 T est Jini et AT est semi- 
simple. 
La demonstration de ce lemme est identique a celle de la Proposition 2.7. 
THBORBME 2.9. Soit G un groupe nilpotent mixte. L’anneau de groupe AG 
est hereditaire si et seulement si G est un F.C. groupe tel que G/G+ soit isomorphe 
a Z, et AGf est semi-simple. 
Soient Zn(G) = G 1 Z+l(G) ..* Z(G) 3 {e} la suite centrale ascendante 
de G et Zi(G)/z~-~(c) le premier quotient infini. Zi-l(G) Ctant fini d’ordre 
inversible dans A AIG/z+l(cj] est hereditaire [6]. On va montrer que 
%-l(G) = {e} et que Z(G) contient un Clement sans torsion. Si Zi(G)/aiV1(o) 
est un groupe de torsion alors G/ai+o) contient un sous-groupe abelien 
isomorphe a Z x Zi(G)/zi-l(o) et par consequent Zi(G)/ai+o) est fini 
(Lemme 2.3.). On a done necessairement Zi(G)/zf-l(o) M Z x T’ oti T’ est 
un groupe fini (Lemme 2.8.). 11 resulte alors des Lemmes 2.1 et 2.6 que 
le sous-groupe de torsion T de G est fini. D’apres la Proposition 2.7, G/T est 
done isomorphe a Z et par suite G est un F.C. groupe [3, Theo&me 5.41 
dont le centre contient un Clement sans torsion. Reciproquement G contient 
un sous-groupe isomorphe a Z d’indice fini inversible dans A et AG est 
hereditaire d’apres [9]. 
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PROPOSITION 2.10. Soit G un groupe localement jki injini. Si AG est 
htNditaire alors A est rkgulier de type dt%wmbrable. 
D’apres le Lemme 2.1 on peut supposer que G est un groupe infini 
denombrable. G est done reunion d’une suite strictement croissante de sous- 
groupes finis (H ) n nEN* et w(H,) est engendre par un idempotent fn [6]. 
On pose alors e, = fi et e, = fn - fnpl pour n > 1. 
D’oti 
w(G) = @ AGe, = @ e,AG. 
Soit x un Clement de A. L’idCal a gauche I = AGx + wG Ctant projectif, 
il existe une famille d’homomorphismes (g,JneN de I dans AG telle que 
VY EI, Y = gob+ + Cgn(Y)en y les g4Yh 
&ant presque tous nuls. On a done 
D-1 
x = s&)x + C .hW, . 
?t=l 
D’autre part x - g,(x)% appartient a w(G), il existe done un idempotent 
e n> n > p tel que 
e,(x - g&x)x) = (x - go(x)x) e, = 0. 
On a done 
D’oh x = xax et A est regulier. 
Soit I un ideal a gauche de A, alors AG I + w(G) est somme directe de 
projectifs de type denombrable w(G) Ctant de type denombrable et fiddle, 
AG I + w(G) est de type denombrable et par suite I est de type denombrable. 
PROPOSITION 2.11. Soit G un groupe localement fini in+, contenant un 
sous-groupe normal H injini dknombrable. AG est htkkditaire si et seulement si 
AG est rt!gulier de type dtkombrable. 
D’apres la Proposition 2.10., il suffit de montrer que G est denombrable. 
w(H) est un ideal bilatere de type denombrable de AG, w(H) Ctant essentiel 
dans w(G), w(G) est de type denombrable. 
Cette Proposition 2.11 s’applique en particulier dans le cas oh G est un 
groupe de torsion resoluble, ou un F.C. groupe de torsion. 
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3. ANNEAUX SEMI-H~R~~DITAIRES 
Dans ce paragraphe A dCsigne un anneau commutatif. 
PROPOSITION 3.1. A[Z] est semi-hkfditaire si et seulement si A est rt!gulier. 
D’aprks le Lemme 2.3. la condition est nkcessaire. Si A est rkgulier A[Z] 
est de dimension faible Cgale ti 1 [l, Lemme 81. D’aprks [ll] il suffit de 
montrer que A[Z] posskde un anneau total de fractions rkgulier. 11 est facile 
de voir que x = xi aigi est non diviseur de 0 dans A[Z] si et seulement si 
x:i Aa, = A. Par suite l’idCa1 A[ZJx + A nn x contient un ClCment rkgulier 
et I’anneau total de fractions de A[Z] est rkgulier. 
THBORBME 3.2. Soit G un groupe abe’lien mixte de sowgroupe de torsion T. 
AG est semi-hkiditaire si et seulement si G/Test isomorphe ri un sous-groupe 
du corps des rationnels Q et AT est rkgulier. 
A[Z x Z] n’ktant jamais semihkrkditaire, G/T est un groupe abklien de 
rang 1. 
Tout sous-groupe de type fini de G est done soit fini, soit de la forme 
Z x H oti H est fini. Par conskquent tout id&al de type fini de AG est projectif. 
COROLLAIRE 3.3. Soit G ungroupe localement nilpotent mixte de sous-groupe 
de torsion T. Alors AG est semi-hKditaire si et seulement si A est rkgulier, 
G/T est isomorphe ci un sous-groupe de Q et AT est rkgulier. 
A est rkgulier d’aprb le Lemme 2.3. Comme w(T) = We, A[G/T] est 
semi-hCrCditaire. En effet soit I un idCal & gauche de type fini de A[G/T]. I 
provient d’un idCal de type fini J de AG : I w J + w( T)/w(T) m J/w(T) n 
I = .eJJGv* 
Si P est un id&al premier de A, A/P[G/T] est semi-hkrkditaire. D’aprb 
le Corollaire 2.5. la Proposition 2.7. et le ThCorkme 3.2., G/T se plonge 
dans Q. 
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